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1 Einleitung

Eine immer noch viel zitierte Arbeit von JOHNSTON [Jo 87| zur Physik der Bluesharp baut auf FLETCHER
[Fle 79] auf. Dort wird eine lineare Naherungsformel fiir die Admittanz des Generators in einem selbsterre-
genden Riickkopplungsmodell fiir Blasinstrumente hergeleitet und es werden Bedingungen fiir das Einsetzen
einer Riickkopplung und damit fiir mogliche Spielfrequenzen angegeben. JOHNSTON iibertriagt dieses Modell
auf die Bluesharp, wobei der Mundraum des Spielers als Resonator wirken soll. Er findet eine N&herung fiir
die Gesamtadmittanz der beiden zusammenwirkenden Zungen im Kanal einer Bluesharp, indem er FLET-
CHERs Admittanzen fiir Einzelzungen addiert. Damit kann JOHNSTON mogliche Spielfrequenzen intervallartig
eingrenzen. Die Bluesharp hat ihren ersten Auftritt in der Physik also als ,,Mississippi Saxophone'!

FLETCHERs Herleitung der fiir [Jo 87] relevanten Formel soll im Folgenden ,leserfreundlich® aufbereitet wer-
den. Eine entsprechende Aufbereitung des theoretischen Teils von JOHNSTON [Jo 87| und eine Diskussion
seiner Ergebnisse findet sich an anderer Stelle!.

Um ein Riickkopplungssystem mit zunéichst anwachsenden und schlieflich periodischen Schwingungen zu
beschreiben, braucht man nichtlineare Gleichungen. FLETCHER [Fle 79] beginnt mit einem nichtlinearen An-
satz flir den Generator, der aber im néchsten Schritt linearisiert wird. Mit den schlieflich erhaltenen Formeln
diskutiert er (unter Verwendung von Ungleichungen) das Einsetzen von Schwingungen und auch den zeitun-
abhingigen (periodischen) Bereich. In der Zwischenzeit wird hier sauber getrennt: In der Stabilititsanalyse
selbsterregender Rickkopplungssysteme werden linearen Naherungen durchgefiihrt, und mit den erhaltenen
Gleichungen werden kritische Werte fiir das Einsetzen von Schwingungen angegeben [Chell, ChK 08, Hir 01].
Das tatséichliche Anwachsen von kleinen Stérungen zu periodischen Schwingungen wird mit Hilfe der nicht-
linearen Gleichungen modelliert.

FLETCHERs Formeln werden deutlich einfacher, wenn man Terme vernachléssigt, die das Tragheitsverhalten
der Luft im Mundstiick genauer beschreiben sollten und die sich von der Gréfenordnung her als irrelevant
erwiesen haben. Genau diese vereinfachten Formeln werden in den oben angesprochenen linearen Stabili-
tatsanalysen verwendet. Im zweiten Teil dieses Aufsatzes wird dies ,leserfreundlich® vorgerechnet. Auf den
vereinfachten Formeln aufbauend werden JOHNSTONs Berechnungen der Gesamtadmittanz eines Systems aus
schliefender und 6ffnender Zunge und damit sein Modell fiir die Bluesharp einerseits wesentlich iibersichtli-
cher, andererseits gewinnt es an Aktualitét.

Spielfrequenzen asiatischer Mundorgeln (Instrumente mit einer durchschwingenden Zunge und Resonator)
konnten berechnet werden, indem die Phasenverschiebung der Generatoradmittanz einfach als dynamische
Antwort der schwingenden Zunge angesetzt wurde [DiCo 06, He 1863]. Dazu passt der in [Ro 07] zu findende
Ansatz fiir die Admittanz als Produkt aus quasistatischer Admittanz und dynamischer Antwort.

Am Ende des Aufsatzes betrachten wir exemplarische Realteil und Phasenwinkel der Admittanz fiir Bendings
auf Kanal #4 einer C-Harp, indem wir fiir JOHNSTONs Modell zum einen FLETCHERs vereinfachte Formeln
und zum anderen die noch einfacheren Formeln aus [Ro 07] benutzen.
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Ob und wie gut JOHNSTONs Modell das Spiel auf der Bluesharp erklédren kann, muss offen bleiben, da man fiir
eine Validierung die Admittanz des Vokaltrakts des Spielers kennen miisste. Solche Daten existieren derzeit
meines Wissens nicht.

2 FLETCHERs Formeln

Die Herleitung der von JOHNSTON [Jo 87| verwendeten Formeln aus FLETCHERs Aufsatz [Fle 79] soll ,leser-
freundlich“ aufbereitet werden, so dass man sie (hoffentlich) mit minimalem Zeitaufwand und maximalem
Verstindnisgewinn iiberfliegen kann?. Offensichtliche Fehler im originalen Drucksatz wurden bereinigt, die
Notation wurde an einigen Stellen (vor allem in Abschnitt 2.10) versucht zu optimieren.

2.1 Modellieren mit ,Jumped elements*

Eine sinnvolle ,unterste* Ebene, auf der man die Tonentstehung beim Saxophon (oder bei der Bluesharp)
physikalisch modellieren konnte, wire die Mechanik deformierbarer Korper fiir das Blatt (fiir die Zungen) und
die Navier-Stokes-Gleichungen fiir den Luftstrom von der Lunge des Spielers bis hin zum Ohr des Zuhérers.
Die numerische Auswertung ist nach wie vor unmdoglich. Aber auch fiir ein subjektiv empfundenes *Verstehen*

scheint die Suche nach ,einfacheren Modellen nach wie vor sinnvoll zu sein®.

Dazu zerlegt man ein komplexes Gesamtsystem in wenige, isolierte Teile. In Analogie zur Elektrizitédtslehre
spricht man von einer Modellbildung mit konzentrierten Elementen (engl.: lumped elements): Man 16st dort
nach Moglichkeit nicht die Maxwell-Gleichungen fiir das Gesamtsystem, sondern definiert ein Netzwerk aus
einzelnen Bauteilen, die vereinfachten Gesetzen gehorchen und die durch idealisierte* Leitungen verbunden
sind.

In diesem Sinn wird das Saxophon zerlegt in ein aktives Element (Ventil, Tongenerator oder kurz Generator)
und in ein passives Element (Resonator). Das aktive Element besteht aus dem im Mundstiick schwingenden
Blatt und aus dem Luftstrom durch den Schlitz zwischen Mundstiick und Blatt. Das Blatt wird modelliert
als 1-Punkt-Oszillator, der Luftstrom wird beschrieben durch eine Bernoulligleichung fiir inkompressible und
reibungsfreie Stromungen. Der Resonator ist die Luft im Saxophonrohr, deren Verhalten durch die Wellen-
gleichung der Akustik fiir ruhende Medien beschrieben wird. Der Spieler gibt als Parameter einen konstanten
Uberdruck am Eingang des Generators vor und kontrolliert iiber seinen Lippendruck die Dampfung des
1-Punkt-Oszillators.

2.2 Selbsterregendes Riickkopplungssystem

Das aktive und das passive Element bilden zusammen ein selbsterregendes Riickkopplungssystem. Die ab-
gestrahlte Schallenergie (um die es ja letztlich geht) und alle sonstigen Energieverluste werden vom Spieler
ersetzt, indem er den Uberdruck im Mund aufrecht erhilt. In seiner im Folgenden behandelten Arbeit [Fle 79]
erklart FLETCHER den Riickkopplungsvorgang in Blasinstrumenten in Analogie zur Elektrizitdtslehre (siehe
unten, Abschnitt 2.14.1), wobei er seinen Uberlegungen auf eine lineare Néiherung mit harmonischer Stérung
aufbaut.

Eine umfassende Darstellung selbsterregender Riickkopplungssysteme aus heutiger Sicht findet man in [ChK 08,
ChK 16], wo neben einer linearen Stabilitdtsanalyse auch verschiedene nichtlineare Modelle behandelt werden.

2Vorbild war fiir mich RoBerT D. KLAUBER mit seinem Buch Student Friendly Quantum Field Theory.

3Die verschiedenen Ebenen der Modellbildung innerhalb der Fluidmechanik und das ,Verstehen“ strémungsmechanischer
Phénomene werden ausfiihrlich und vorbildlich von Douc McLEAN in seinem Buch Understanding Aerodynamics [McL 12|
diskutiert, wo es um die Erklarung des Auftriebs beim Fliegen geht.

4 ... entsprechend st68t das Verfahren fiir ,Jange” Leitungen, bei denen beispielsweise Reflexionen an den Leitungsenden eine
Rolle spielen, an seine Grenzen.



2.3 Die stationire Bernoulligleichung
2.3.1 Anwenden der stationirer Bernoulli-Gleichung

FLETCHER geht davon aus, dass im Mundraum des Spielers ein konstanter Druck py herrscht (alle Drucke
werden hier und im Folgenden relativ zum umgebenden Luftdruck angegeben). Die Geschwindigkeit der
durch den Mund anstréomenden Luft soll vernachlassigbar klein sein. Hinter der Verengung tritt die Luft mit
einer Geschwindigkeit v aus, und es sollen dort ausschliefslich akustische Druckschwankungen p auftreten, die
identisch sind mit den Druckschwankungen am Eingang des Saxophonrohrs (sieche Abschnitt 2.3.3). Es wird
angenommen, dass der Luftstrom durch die Verengung reibungsfrei und inkompressibel ist, so dass sich eine
Bernoulligleichung anwenden lésst.

Obwohl der Druck p am Ausgang der Verengung gleich den akustischen Schwankungen am Resonatoreingang
und damit zeitabhéngig ist, ldsst sich der Strom durch das Mundstiick in sehr guter Ndherung durch die
stationdre Bernoulligleichung beschreiben [ChK 08, ChK 16]|. Daher verwenden wir zunéchst die stationére
Bernoulligleichung und gehen erst in Abschnitt 2.4 auf die in [Fle 79| benutzte instationdre Bernoulligleichung
ein:
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2.0 + = 1
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gUQ*pO*p

Daraus ergibt sich fiir den Volumenstrom U = |£]b - v durch die Verengung?®:

U:|§|b-1/2~p0;p (2)

Der Volumenstrom U zihlt positiv, wenn er aus dem Mund in den Resonator stromt (in Abb. 2 also von links
nach rechts). Mit p wird die im Rahmen der Bernoulligleichung als konstant angenommene Dichte der Luft
bezeichnet.

2.3.2 Andere Exponenten

Zur Entstehungszeit der Arbeit hatten Messungen darauf hingedeutet, dass diese Formel fiir reale Anwen-
dungen verallgemeinert werden miisste. Daher fiigt FLETCHER in die Bernoulligleichung (2) Parameter « und
[ ein:

U =D (po—p)° (3)

In der Zwischenzeit hat es sich gezeigt, dass diese Verallgemeinerung unnétig ist [FaBe 12]|. Im Folgenden
wird daher in allen Formeln der Originalarbeit o =1 und 8 = % gesetzt, also beispielsweise

U=DIEl (po—p)"° (4)

D:b-\/g (5)

5Wir folgen [Fle 79] und verwenden Kleinschreibung fiir Drucke und Grofschreibung fiir Volumenstréme. Konsequenter wire
Kleinschreibung p = p (t) und u = w (¢) im Zeitraum und Grofschreibung P = P (w) und U = U (w) im Frequenzraum.

mit der Abkiirzung




2.3.3 Stromung im Mundstiick eines Saxophons
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Abbildung 1: Strémung in ein Saxophonmundstiick

In diesem Abschnitt soll die Anwendung der Bernoulligleichung auf den Luftstrom im Mundstiick eines Saxo-
phons genauer betrachtet werden. Tatséchlich gilt dieser auf [Ba 63, W 71, WB 74| zuriickgehende elementare
Ansatz auch heute noch als gute Naherung (siehe beispielsweise [SiK 08, ChK 08, ChK 16|, wo auch Erwei-
terungen dieses Ansatzes diskutiert werden, sowie Abschnitt 2.14.4 und 3 ).

In Abb. 1 stehen die senkrechten Striche (gelb und griin) fiir Schnittebenen, in denen man sich jeweils tiber
die Fldchen hinweg konstante Werte flir Druck und Geschwindigkeit des Luftstroms gegeben denkt.

Im Mundraum des Spielers soll links von Ebene 1 ein konstanter Uberdruck py herrschen. Diese Annahme
wird dadurch gerechtfertigt, dass im Normalfall die akustischen Druckschwankungen im Mundstiick sehr viel
grofer als Druckschwankungen im Mund sind. Bei speziellen Spieltechniken wie etwa dem Bending von Noten
ist dies allerdings nicht mehr der Fall, siehe beispielsweise [Chell].

Ebene 3 symbolisiert den Eingang des Saxophonrohres. Dort sollen harmonische Druckschwankungen p = p (t)
und entsprechende Volumenstromschwankungen U = U (t) vorliegen. Bei der Anwendung (1) der Bernoulli-
gleichung waren wir davon ausgegangen, dass dieselben Druckschwankungen wie in Ebene 3 auch am Ende
der Verengung zwischen Blatt und Mundstiick, also in Ebene 2 herrschen. Zur Begriindung geht man davon
aus, dass hinter Ebene 2 die Luftstromung verwirbelt und dass die in den Wirbeln enthaltene Energie dissi-
piert, sich also in Warme verwandelt. Im Bereich zwischen Ebene 2 und 3 gilt demnach ausdriicklich keine
Bernoulligleichung. Die Aufweitung des Stromungskanals hat nicht zur Folge, dass eine Geschwindigkeitsab-
nahme mit einer Zunahme des statischen Drucks verbunden ist (,no pressure recovery“). Stattdessen bleibt
der statische Druck p = p (t) auf dem Weg von 2 nach 3 gleich:

The key assumption ... is that the flow separates from the wall at the end of the reed channel
(Imm length) and that we neglect pressure recovery by turbulent mixing of the jet with the air in
the mouthpiece. This corresponds to a dissipation of the kinetic energy in the jet. A result of this
flow separation is that the pressure in the reed channel is equal to the pressure in the mouthpiece
.5 [Ker 95, p. 234]

A region of high velocity bounded by shear layers is what we call a ,free jet*. Free jets are
quite unstable and tend to break down into vortex rings which are eventually dissipated by a
three-dimensional instability which we call turbulence. Turbulence involves a stretching of the
vortical structures which induces a rapid transfer of energy from large scale structures down to
scales which are so small that viscous dissipation becomes dominant. It is important to realize

6Die entscheidende Annahme ist ..., dass sich der Luftstrom am Ende der Engstelle zwischen Zunge und Mundstiick (also
nach Imm) von der Wand ablést und dass wir einen durch die Aufweitung verursachten statischen Druckaufbau vernachlissigen,
indem wir von einer turbulenten Durchmischung des Jets mit der Luft im Mundstiick ausgehen. Dem entspricht eine Dissipation
der im Jet enthaltenen kinetischen Energie. Aufgrund der Ablésung des Luftstroms ist es also moglich, dass der Druck am Ende
der Engstelle gleich dem Druck im Mundstiick ist...



that, because of the dissipation, the Bernoulli equation is certainly not valid in such a turbulent
region...” [Hir 95, p. 312ff]

Bei der Ankopplung des Mundstiicks an den Resonator sollen Druck und Volumenstrom stetig ineinander
iibergehen. Fiir Ebene 2 und Ebene 3 bedeutet dies nicht nur gleiche Werte fiir den Druck p = p (¢), sondern
auch fiir den Volumenstrom U = U (t). Gleiche Volumenstromwerte erscheinen plausibel, da der Volumen-
strom nichts anderes als ein Massenstrom U = dm/dt ist. Alternativ kann man auch mit der Formel U = pAv
argumentieren: Hinter der Ebene 2 verwirbelt der Luftstrom und weitet sich dabei gleichzeitig auf. Bei Ebene
3 hat sich wieder eine laminare, iiber den gesamten Querschnitt homogene Stromung herausgebildet. Dabei
ist die Geschwindigkeit v im Vergleich zu Ebene 2 sehr klein, was aber durch die sehr grofie Querschnittsfliche
A des Mundstiicks ausgeglichen wird:

Une fois le melange turbulent effectué, I’écoulement décéléré est supposé d’étre réparti sur la
section compléte du bec (diamétre typique do 15mm) et retrouver une vitesse uniforme. 8 [ChK 08,
S. 408]

Der konstante Anteil der Geschwindigkeit am Eingang des Resonators ist so klein, dass die Luft im Inneren
des Resonators als ruhendes Medium behandelt werden kann:

Quant a lestimation de la vitesse de 1’écoulement a l’entrée du tuyau, .... on trouve un nombre
de Mach (rapport de la vitesse & la vitesse du son) qui serait largement inférieur a 1%. Une telle
valeur de nombre de Mach nous permet en outre d’utiliseer ’ensemble de la théorie de 'acoustique
sans écoulement...® [ChK 08, S. 408]

2.4 Die instationidre Bernoulligleichung
2.4.1 ,Mass-like load*

Mit a als Lénge des von der Blattspitze gebildeten Kanals (,reed tip channel®, in Table 1 auf S. 67 als
seffective reed channel length“ bezeichnet und mit 2mm angegeben) berechnet FLETCHER eine massenartige
Last (,mass-like load“) zu M (&) = ﬁ. Damit wird die Formel fiir die Druckdifferenz, die auf die schwingende
Masse einwirkt

_ p-2¢-2772 , 90 ‘97U

2.4.2 Zusammenhang mit der instationiren Bernoulli-Gleichung

Nimmt man die Herleitung in [Fle 79, S. 65] wortlich (,We can therefore write, using eq. (9) ...%), so dreht sich
die Rechnung im Kreis: Mit dem aus der stationdren Bernoulli-Gleichung gewonnenen Term fiir U ergébe
sich 0 =0+ M (¢) (2Z) statt (6).

Um diesen formalen Schénheitsfehler zu vermeiden benutzt man besser von Anfang an die instationdre
Bernoulli-Gleichung ([Sig, 3.3.6.3.1] oder [Kun 90, Formel (4.75)]). In unserem Fall ergibt sich daraus zu-
néchst

1 02 0 Jv 1 V2 ¢ v
Zpo+ — Pas=-p+ L A 7
ot 5+ | gpds Qp+2+/oats (7)

"Einen von einer Scherungsschicht begrenzten Bereich hoher Geschwindigkeit bezeichnen wir als ,freien Jet“. Freie Jets sind
recht unstabil und verwandeln sich in Wirbel, die schlieflich in 3-dimensionalen Turbulenzen dissipieren. Turbulenz beinhaltet,
dass Wirbelstrukturen gestreckt werden, wodurch Energie sehr schnell von makroskopischen Skalen hinab zu so kleinen Skalen
transferiert wird, dass schlieflich Dissipation iiberwiegt. Wichtig dabei ist, dass die Bernoulli-Gleichung sicher nicht in derart
turbulenten Regionen gilt ...

8Nachdem die turbulente Mischung geschehen ist wird angenommen, dass sich die entschleunigte Strémung {iber den ganzen
Querschnitt des Mundstiicks (ein typischer Querschnitt betragt 15mm) verteilt und wieder mit gleichférmiger Geschwindigkeit
fliefst.

9Fiir eine Abschitzung der Strémungsgeschwindigkeit am Eingang des Rohrs ... findet man eine Machzahl (Verhiltnis aus
Geschwindigkeit und Schallgeschwindigkeit) weit unter 1%. Ein solcher Wert der Machzahl erlaubt es uns dariiber hinaus, die
gesamte Theorie der Akustik im ruhenden Medium zu verwenden...



Unter der Annahme, dass die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit lings der Blattspitze a konstant ist,
folgt aus (7)

v2 Ov

Po*p:QEJra'a (8)

Fiir den Volumenstrom U der mit Geschwindigkeit v durch die Fliche [£| - b flieRenden Luft gilt v = ﬁ .

Zusammen mit D = b- /2 folgt aus (8) schlieklich FLETCHERs Formel (6), wenn man bei der Ableitung von
v = ﬁ den Kehrwert 1/¢ der Offnung ¢ als Konstante behandelt.

2.5 Trigonometrische Reihenentwicklung

Fiir kleine Anderungen von Auslenkung, Volumenstrom und Druck werden diese Grofen jeweils als Fourier-
reihen mit gemeinsamer Grundfrequenz w geschrieben. Diesen Ansatz rechtfertigt FLETCHER in Abschnitt
5 ,Non-linearities“ seiner Arbeit, wo er auf das ein Jahr vorher erschienene Paper [Fle 78] verweist: Im
Zusammenspiel mit einem nichtlinearen Generator entstehen im Resonator exakt harmonische Oberténe
mit Frequenzen nw. Dieses Mode-locking beschreibt Fletcher spéter noch einmal in einem Ubersichtsartikel
[Fle 99].

Die Reihenentwicklungen fiir Auslenkung, Volumenstrom und Druck werden nun in die erweiterte Bernoulli-
gleichung (6) eingesetzt. Da Fletcher in seiner Herleitung der von Johnston verwendeten Formeln langfristig
Terme hoherer Ordnung vernachléssigen wird, werden wir dies der Ubersichtlichkeit halber bereits jetzt tun.

Die Drucke pg und p werden relativ zum umgebenden Luftdruck gemessen. Der Druck p geht an der Nahtstelle
zwischen Generator und Resonator stetig in den Resonatordruck an dieser Stelle iiber, welcher im Rahmen der
linearen Akustik keinen konstanten Anteil hat. Die Zeitachse wird so gewéhlt, dass die Phasenverschiebung
fiir den Druck p gleich Null ist:

p = p1 coswt (9)

Beachte die moglicherweise verwirrende Schreibweise fiir die Drucke: Weil der statische Anteil am Druck p
gleich Null ist, kann fiir den statischen Druck py im Aufienraum als Abkiirzung der Index Null verwendet
werden, so dass die Ursache des Volumenstroms U wie in (2) die Druckdifferenz Ap = py — p ist. Die Grofen
& und U haben relativ zur akustischen Druckschwankung die Phasen ¢ und :

E=¢& + & cos(wt+ ) (10)
U = Uy + Uy cos (wt + 1) (11)

Da langfristig ein Koeffizientenvergleich in Termen mit sin wt und coswt ansteht, wenden wir Additionstheo-
reme an:
& =& + & (coswt - cosp — sinwt - sin ) (12)

U = Uy + U; (coswt - cosy) — sinwt - sin 1) (13)
Fiir den Massenterm in (6) wird auerdem bendtigt:

%—[tj = —Ujwsin (wt + ¥) = —Uyw (sinwt - cos ¢ + coswt - sin 1) (14)



2.6 Schliefsende und 6fflnende Ventile

&gap a_ alO
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(Generator pesonator [__Generator pesonator]

Abbildung 2: Aquivalenter Oszillator. Links: schliefendes, rechts: 6ffnendes Ventil. Der Volumenstrom fliefit
von links nach rechts. Drucke relativ zum atmosphérischen Luftdruck. Fiir pg = 0 und p = 0 ist die Ven-
tiloffnung gleich €44, (engl.: gap = Spalt). Dies gilt allgemeiner auch fiir pg = p. Fiir pp > 0 und p = 0
ist die Offnung gleich &. Fiir sinusartige Druckschwankungen p = p; coswt mit p; > 0 zeigt die Abbildung
qualitativ die Offnung ¢ fiir coswt = 1. FLETCHER setzt po > p voraus, was gleichwertig zu p—po < 0 ist. Auf
die Feder wirkt damit eine negative Kraft, was zur negativen Auslenkung & — €44, aus der Ruhelage passt.

FLETCHERs Formeln sind allgemein fiir 6ffnende und schliefende ,Ventile (engl.: valves) gedacht, insbesondere
auch fiir die Lippen von Trompetenspielern. Trotzdem spricht er meist von ,reeds” und meint damit Bléatter
von Holzblasinstrumenten oder Zungen von Pfeifenorgeln.

Die Geometrie (schwingende Masse links, gedachte Feder rechts) in der Abbildung ist fiir 6ffnende und
schliefiende Ventile einheitlich gewéahlt, die £&-Achse zeigt in Abb. 2 immer von rechts nach links (£ wird grofer,
wenn sich die gedachte Feder verldngert). Fiir £ = 0 schliefft der Generator, so dass das Produkt |¢]-b in diesem
eindimensionalen Modell mit einem geeigneten Parameter b die Einstromfliiche beschreibt. Die Offnung ohne
aufere Druckeinwirkung (bei Saxophon oder Klarinette durch den Lippendruck des Spielers definiert, bei der
Bluesharpzunge der eingestellte Losabstand) werden wir mit {44, bezeichnen (,gap“ wie ,Losabstand, bei
FLETCHER: &) und ist fiir schlieflende Zungen (Blitter) positiv, fiir 6ffnende Zungen (Blitter) negativ.

Die schwingende Masse wird als harmonischer 1-Punkt-Oszillator modelliert mit £ — £44, als Elongation. Fiir
beide Anordnungen (6ffnend oder schliefend) gilt £ — &€,4;, < O falls sich die Feder verlédngert. Fletcher setzt
po > p voraus, was gleichwertig zu p — pg < 0 ist. Auf die Feder wirkt damit eine negative Kraft, was zur
negativen Auslenkung & — £y, aus der Ruhelage passt: siehe die Bewegungsgleichung (15) in Abschnitt 2.7.

Die Kraft auf die schwingende Masse wird als Produkt s,.- Ap aus einer “effektiven” Fliche s, (r wie reed) mit
der Druckdifferenz Ap = py — p berechnet. Beachte, dass die Reihenfolge in der Differenz umgekehrt ist im
Vergleich zur eben erwdhnten Bewegungsgleichung. Es gilt also Ap > 0. Der Auffendruck py wird in diesem
Modell als konstant angenommen. Er ist immer grofler als der Druck p am Resonatoreingang. Am Generator
liegt also eine “pulsierende Gleichspannung” an.

2.7 Oszillatorgleichung

Die schwingende Zunge des Generators wird als harmonischer 1-Punkt-Oszillator mit m,. (r wie ,reed) als
effektiver Masse (vgl. 5.2.3) beschrieben. Als Reaktion des Oszillators auf eine periodische duftere Kraft mit
der Kreisfrequenz w wird a priori nur die stationdre Losung fiir die Elongation £ — {44, angesetzt.

In der iiblichen Behandlung des harmonischen Ostzillators zeigen die Achsen fiir die Elongation und fiir die
dufere Kraft in dieselbe Richtung, so dass eine konstante dufiere Kraft eine Vergroferung der Elongation
bewirkt. Da ein konstanter &ufserer Druck pg eine Stauchung der Feder in Abb. 2 bewirkt, muss als Druck-
differenz fiir die Oszillatorgleichung (im Gegensatz zur Bernoulligleichung) p — po gewéihlt werden.

Einsetzen in die Bewegungsgleichung fithrt mit (12) und (9) zu

d d
r <dt2 T Xrwr o wi) ((§o + & cos (Wt + @) = gap) = Sr (P1 - cOswt — po) (15)



Dabei bezeichnen Y, die Dampfungskonstante und w, die Eigenfrequenz der schwingenden Masse. Fiir den
statischen Anteil folgt:

Sy
=Epup — —— 16
o gg P mng Po ( )
Fiir die Phasenverschiebung ¢ zwischen Elongation und Druck gilt bekanntlich
XrWrW
tanp = 2 w? (17)

mit —7 < ¢ £ 0 (wobei Fletcher [Fle 79, S. 64] das Minuszeichen unterschlégt: ,,... and ¢ varies from 0 ... to
7 ..Y). Fiir die Amplituden findet man

my
="l -0+ () = Kify (19)
In Abschnitt 2.9 werden die Sinus- und Kosinuswerte des Phasenwinkels gebraucht. Mit (17) und (18) erhélt

man
2 2

1 wy —w my 9 9
cosp ==+ =+ L = Wy —w (19)
V1+tan?p \/(wz —w2)? 1 (yw,w)? Kis, ( )
singpzitangocosap:—w (20)

Klsr

Bei der Herleitung von (19) und (20) héngt das Vorzeichen zunéchst vom Quadranten ab, in dem der Winkel

o liegt. Im Bereich —m < ¢ < 0 sorgt die Klammer (wf = w2) fiir das richtige Vorzeichen des Kosinus (fiir

w<wgilt =% < <0, fiir w> w, gilt —m < ¢ < F). Der Sinus ist fiir —m < ¢ < 0 durchgehend negativ.

2.8 Naherung der Bernoulligleichung

Einsetzen von (10), (11) und (14) in die Druckformel (6) ergibt

oa
|€o + &1 cos (wt + )| b

po—p1 coswt = D2 (&g + & cos (wt + ) > (Up + Uy cos (wt + 1))°+ (=T wsin (wt + )

(21)
Fiir kleine Schwankungen |£| < & und U < Uy ldsst sich die lineare Niherungsformel (1 + )™ = 1+ mz + ...
mehrmals in der Formel (?7) anwenden:

-2 2
po — p1 coswt = D72 <§0 <1+ 5—1cos (wt+<p)>> (Uo <1+ ﬂcos (wt+1/)))> -
€o Uo

|€o + &1 cos (wt + )| b

Wenn man im Nenner des Massenterms auferdem noch den oszillierenden Anteil weglésst ergibt sich:

Uwwsin (wt + ) (22)

U
po—p1 coswt = D72.£52 (1 —2 (1 + & cos (wt + @))) -U§ (1 +2- = cos (wt + w)) ~ 2L Uiwsin (wt +1))
€o Uo €0l b
Wegen (6) gilt fiir die statischen Anteile:
po = D7%¢%U;
Dieses sowie (12), (13) und (14) eingesetzt fiihrt zu:
_ &1 . . Uy . .
po—prcoswt=po [ 1—21+ & (coswt - cosp — sinwt -sing) | |-[1+2- o (coswt - costp — sinwt - sinep) | —
0 0
oa . .
“Telb (Uhw (sinwt - cos ¢ + coswt - sin 1)) (23)
0
Wir denken uns jetzt das Klammerprodukt ausmultipliziert und sammeln nur Terme mit cos wt:
U
—p1 coswt =2 - pg (1 coswt - cos 1 — & coswt - cos <p> — ﬂUlw coswt - sin 1) (24)
Uo €o €0l b



Einsetzen von & = I”(—ll mit K; aus (18) und Koeffizientenvergleich fiihrt zu:

1 cos<p> -
Uo Soky 10| b

Umgeordnet ist dies die Formel (20) bei Fletcher (mit v =1 und 8 = 3, also § = 2) und ¢ = 0):

U
—p1 = 2po (1 cos —

2po ) 2po oa .
cosp—1| =U;— costy — ——Ujwsin 25
P (§OK1 7 "Us v [€ol b ' v (25)
p

Nun denken wir uns (23) wieder ausmultipliziert, sammeln Terme mit sinwt , setzen & = x> vergleichen
die Koeffizienten und ordnen um:

U
0=2pg —isinwt-sinw—i—g—lsinwt-sincp ——Uwsinwt - cos Y
Uo €o |§ |b

0 = 2po <smw §0K1 Smgp) |€O|bU1wcosdJ

2po
U —U 26
plfoKl sin p = lU 0 sine + |§ |b 1w oS P (26)

2.9 Die Tangensformel

Einsetzen von (19) und (20) in (25) und (26) ergibt fiir alle auftretenden Phasenverschiebungen —7m < ¢ < 0
das folgende Gleichungssystem:

2p0 s : i ) < . >
W, —w Up [ —cosy — w sin 27
h (501(1 Kis, ( )= "\ U, sY |€0|b v (27)
g 2RO X (%w L2 o w) (28)
p SoK1  Kis, Uo |§o\ b

Gleichung (27) und (28) nach {+ aufldsen und anschliefendes Addieren fiihrt zu

0 250 cos 1) — ‘&jbw sin v %?sim/z + ﬁw cos 1
- 2 my 2 My X Wi W
£0pK01 Kis, (WQ - w2) -1 SopKol 1?151»
2po sing) + £ ‘bwcosw I}’: cosw—ﬁwsinw
B A B-1
2po . po
B—-1)— B — =—-A— A
( )Uo siny + ( )|§‘bwcosw T, os + |§|bwsmw
2po 0a 2po 0a
—A = “——A-(B-1) —
s (( YT Uo Gl b > cosy < Uo ( ) |§0bw>
P
o — 2°A w|£ |b(B 1)
2o _oa
y (1= B) —wiggA
2”"A + w2 (B 1)
tan ¥ = 2 ol (29)
Dies ist die Tangensformel (21) aus [Fle 79]9 (vgl. auch die Errata in [Fle 82]) mit
2mrp0
A= r
e XWrw (30)
2m.-po 2 2
B= — 31
faks, ) (31



2.10 Die Admittanz des Generators

Sieht man vom Resonator in Richtung Generator, so erhélt man als komplexe Admittanz Y, (w) des Generators
fiir kleine Schwankungen des Volumenstroms und des Drucks

Yr (w) = - (32)

Beachte dabei, dass FLETCHER iiberraschend von der reellen zur komplexen Schreibweise wechselt: )}r, U und
p sind jetzt komplexwertige Funktionen der Kreisfrequenz w.

Fiir Y, wihlt FLETCHER nicht die iibliche Schreibweise |Y,| - €/ “*%) mit Y, = |Y,| > 0 und 0 < ¢ < 27.

Stattdessen deckt er die gesamte komplexe Ebene ab, indem die Phase auf —% <1 < 7 eingeschrinkt wird,
der Faktor vor der Exponentialfunktion aber negativ sein darf. Fiir diesen moglicherweise negativen Faktor
schreibt er [Y;] und nennt ihn ,magnitude. JOHNSTON {ibernimmt diese Festlegung, schreibt aber Y, statt
[Y;] und spricht von ,admittance. Aus (27) folgt mit diesen Festlegungen

A (33)

oa
T cosy — stmz{)

Was schliefilich in Abschnitt 2.14 gebraucht wird sind Real- und Imaginérteil der komplexen Admittanz,
welche in Analogie zu den iiblichen Formeln berechnet werden:

ReY, = [Y,] - cos ) (34)
ImY, = [Y,] - sine (35)

Im Abschnitt 3.3 werden wir zeigen, dass FLETCHER’s Formeln fiir Real- und Imaginérteil der komplexen
Admittanz (bei Vernachlissigung des Massenterms, also ¢ = 0) dquivalent sind zu den entsprechenden For-
meln der Linearen Stabilitdtsanalyse. Daher werden auch komplexe Admittanzen Y, (w) oder Werte tan 1 fiir
den Tangens von Phasenverschiebungen v identisch sein. Allerdings muss man bei Winkelwerten 1 auf die
unterschiedlichen Konventionen achten.

In Abschnitt 2.14 werden Formeln der Art I'm (Y} + Yp) = 0 ausgewertet (p wie ,pipe”). Falls die Admit-

tanz Yp des Resonators mit der iiblichen Festlegung fiir Betrag und Phase berechnet wird, Y, dagegen mit
FLETCHERs Konvention, muss man zuerst beide Imaginérteile getrennt berechnen und anschliefend addieren:
ImY, +1ImY, =0

2.11 FLETCHERs Rechenbeispiel

Abbildung 3: Links: Realteil der Admittanz nach FLETCHER fiir eine schliefende (blau) und eine 6ffnende
(magenta) Zunge. Rechts: Imaginérteil der Admittanz nach FLETCHER fiir eine schliefende (blau) und eine
6ffnende (magenta) Zunge.
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Die Abbildungen in 3 zeigen Realteil und Imaginérteil der Admittanz Y, fiir die von FLETCHER [Fle 79, S.5,
Table I] angegebene Werte fiir eine schlieflende Zunge (blau) und fiir eine 6ffnende Zunge (magenta, diese
und die folgenden Grafiken wurden mit OpenOffice Calc erstellt).

Die Eigenfrequenz der Zunge betrigt jeweils 500H z, der Anblasdruck 5kPa , die Ddémpfungskonstante x,. =
0, 1. Nach rechts ist die Kreisfrequenz w in s~! aufgetragen, nach oben die jeweiligen Werte in m3Pa~ts~ 1 -
10~ 7. Die senkrechte schwarze Gerade markiert die Lage der Eigenfrequenz w = 3140s~ 1.

Den Abbildungen liegen die in [Fle 79] hergeleiteten Formeln zugrunde, es wurde also der Reihe nach (30),
(31), (29), (33), (34) und (35) berechnet.

2.12 Experimentelle Uberpriifung

FLETCHER verdffentlicht 1982 [Fle 82| eine experimentelle Uberpriifung seiner Formeln aus [Fle 79]. Die dabei
eingesetzten physikalischen Parameter beziehen sich auf seine damalige Versuchsanordnung, siehe [Fle 82,
Table I]. Interessanterweise verwendet er die fiir seinen Versuchsaufbau gemessenen Werte v = 1,3 und
B =0,7 im Ansatz (3) fiir den Volumenstrom. Als Ergebnis findet er in [Fle 82, Fig. 4 und 5| eine sehr gute
Ubereinstimmung zwischen seinen berechneten Werten fiir die Real- und Imaginérteile der Admittanz und
den Messungen. Dabei setzt er die verwendete Zunge sowohl als schliefende wie auch als 6fflnende Zunge ein.

2.13 Analogie zu elektrischen Schwingkreisen
2.13.1 Analogien sind niitzlich

Die lineare Akustik behandelt die Physik der Musikinstrumente in Analogie zur Elektrizitdtslehre. Akusti-
sche Druckschwankungen (mit fester Frequenz w) und damit verbundene Schwankungen des Volumenstroms
sind analog zu Wechselspannung und Wechselstrom. Begriffe wie (komplexe) Impedanz und Admittanz, Re-
sistanz und Reaktanz sind entsprechend definiert, und viele Gesetze der Elektrizitétslehre lassen sich auf
die akustischen Groken iibertragen. Wer vorher Wechselstromphysik gelernt hat wird dies als effizient und
versténdnisférdernd empfinden:

Analogies are useful when it is desired to compare an unfamiliar system with one that is better
known. The relations and actions are more easily visualized, the mathematics more readily applied,
and the analytical solutions more readily obtained in the familiar system. Analogies make it
possible to extend the line of reasoning into unexplored fields.

All the analysis in musical engineering is concerned with vibrating systems. Although not general-
ly so considered, the electrical circuit is the most common example and the most widely exploited
vibrating system. The electrical circuit is a vibrating system in which the kinetic energy, poten-
tial energy, and dissipation may be expressed by dynamic equations. This immediately suggests
analogies between electrical circuits and other dynamical systems as, for example, mechanical and
acoustical vibrating systems'®. (HARRY F. OLsoN [Ols 67, S. 59f]).

2.13.2 Negativer Widerstand

Bei vielen Instrumenten, insbesondere bei Blasinstrumenten, entsteht der Ton durch einen sich selbst erhal-
tenden Rickkopplungsvorgang. Neben der bekannteren Meifiner-Riickkopplungsschaltung gibt es elektrische
Oszillatorschaltungen, bei denen ein Bauteil mit negativern differentiellem Widerstand (etwa eine Gunndi-
ode) dafiir sorgt, dass eine Gleichspannungsquelle die Energieverluste (ohmsche Widerstinde, Abstrahlung
elektromagnetischer Wellen...) im frequenzbestimmenden Schwingkreis ausgleicht. Statt von negativem diffe-
rentiellem Widerstand spricht man kurz von negativem Widerstand. Das Bauteil mit negativem Widerstand

10 Analogien sind niitzlich, wenn man ein System, mit dem man nicht vertraut ist, vergleichen will mit einem besser bekannten.
Zusammenhénge und Verhaltensweisen lassen sich leichter veranschaulichen, Mathematik lasst sich schneller anwenden, und
analytische Losungen werden im vertrauten System schneller gefunden. Analogien machen es moglich, Argumentationen auf
unerforschte Gebiete auszuweiten.

Die gesamte Akustik beschéftigt sich mit schwingenden Systemen. Wenn auch iiblicherweise nicht so gesehen ist der elek-
trische Schwingkreis doch das haufigste schwingende System mit den meisten Anwendungen. Der elektrische Schwingkreis ist
ein schwingendes System, in dem sich kinetische Energie, potenzielle Energie und Dissipation durch dynamische Gleichungen
erfassen lassen. Dadurch bieten sich sofort Analogien zwischen elektrischen Schwingkreisen und anderen dynamischen Systemen
an, wie zum Beispiel zu mechanischen und akustischen schwingenden Systemen.
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wird als aktives Element oder als Generator bezeichnet, der Schwingkreis als passives Element oder als
Resonator.

Sustained oscillations build up in an LC tank when it is associated with the appropriate negative
resistance element. We see, that in both the mathematical and the practical sense, the term
negative resistance is quite descriptive. Looking at the phenomenon from another angle, we can
say that if ordinary or positive resistance dissipates power, our negative resistance must provide
power. This it does. The negative resistance element derives its power from a d. c. source and
yields a portion of this power to the LC tank. We should appreciate that the negative resistance
exists as such for the a. c. oscillations. not for the static d. c. voltage and current which define
the operating point of the negative resistance element!!. (IRVING M. GOTTLIEB [Got 97, S. 75])

2.13.3 Negative Admittanz

Im stationdren Fall hdngt der Volumenstrom U durch den Spalt zwischen Blatt und Mundstiick von der
Druckdifferenz pg — p zwischen beiden Seiten des Blattes ab. Anschaulich klar ist, dass dieser Volumenstrom
fiir po — p = 0, also fiir gleiche Drucke in Mundraum und Mundstiick, ebenfalls Null ist. Wenn pg — p grofs
genug ist, wenn also der Druck im Mund hinreichend gréfser als der vom Inneren des Mundstiicks kommende
Gegendruck ist, schlieft das Blatt, und der Volumenstrom ist wieder gleich Null. Im einfachsten Fall sieht die
Abhéangigkeit des Volumenstroms U von pg — p aus wie in Abb. 4. Fiir einen hinreichend grofen Anblasdruck
po und fiir nicht allzu groffe Drucke p im Mundstiick fallt die Kurve in einer Umgebung von py — p, was durch
eine negative differentielle Admittanz YV (w) = % ausgedriickt wird. Kurz: Die Admittanz ist negativ,
und damit auch die (differentielle) Impedanz, also der (differentielle) Widerstand.

Aus Sicht der Elektrotechnik wird durch einen entsprechend hohen Anblasdruck der Arbeitspunkt der Schal-
tung so eingestellt, dass aufgrund des negativen Widerstands dem Schwingkreis Energie zugefiihrt werden
kann.

Abbildung 4: Negative differentielle Admittanz (links). Schaltkreis mit Generator G und Resonator R (rechts).

2.13.4 Riickkopplungsmodell

Das Saxophonblatt wirkt bei geniigend hohem Anblasdruck als Bauteil mit negativer (differentieller) Ad-
mittanz. Zusammen mit dem Rohr als Resonator sind damit alle drei Bestandteile eines selbsterregenden
Schwingkreises gegeben: ein Generator mit negativer Admittanz, ein Resonator und eine Gleichspannungs-
quelle.

HEin LC-Kreis erzeugt durch Riickkopplung Schwingungen, wenn ein passendes Bauteil mit negativem Widerstand dazuge-
schaltet ist. Dabei von negativem Widerstand zu sprechen erscheint sowohl aus mathematischer als auch aus praktischer Sicht
recht anschaulich. Man kann auch sagen, wenn ein normaler oder positiver Widerstand Energie dissipiert, muss unser negativer
Widerstand Energie hervorbringen. Genau das macht er. Das Element mit negativem Widerstand holt sich seine Energie aus
einer Gleichstromquelle und stellt einen Teil davon dem LC-Kreis zur Verfiigung. Wir sollten uns dariiber im klaren sein, dass
der negative Widerstand als solcher nur fiir den Wechselstromanteil existiert, nicht aber fiir Gleichspannung und Gleichstrom,
welche den Arbeitspunkt fiir das negative Widerstandselement festlegen.
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2.14 Wann klingt das Instrument?
2.14.1 Negative Energie

An der Grenze zwischen Generator und Resonator (im Saxophon also: im Mundstiick) soll nun eine akustischer
Druck p ~ e™* herrschen, welcher einen akustischen Volumenstrom U gleicher Frequenz in den Resonator
erzeugt. Der Volumenstrom zéhlt positiv, wenn er in den Resonator hinein fliefit, siche Abb. 2). Da Y, die
FEingangsadmittanz des Generators ist (r wie ,reed”), flieft U= —p - Y, aus dem Generator, wodurch der
Resonator fiir ReY, < 0 mit positiver Energie

p?Re (-Y;) (36)

versorgt wird (dabei ist p? das Quadrat des Absolutbetrags). Diese Energie kann dort als p® ReY,, dissipiert
werden.

Die im Generator fiir ReY, < 0 auftretende ,negative Energie® p? ReY, ist hier im Sinne der Wechselstromphy-
sik zu verstehen. Wenn Strom I und Spannung U nicht in Phase sind, kann das formale Produkt U - I - At in
einem Zeitintervall At negativ sein. Dies beschreibt beispielsweise, wie ein verlustloser Kondensator periodisch
Energie aufnimmt und wieder ,abgibt” [Got 97, S. 4ff]. Ein geschlossener Stromkreis aus einer Stromquelle
mit innerem Widerstand R; und duferem Widerstand (Verbraucher, Last) R, motiviert die Idee von einem
negativen Widerstand®: Damit die Summe von innerem und &ufserem Spannungsabfall U; + U, = 0 Null
ergibt, muss bei gegebener Stromstérke I > 0 der Innenwiderstand R; negativ sein - zumindest, falls U > 0,
gelten soll und falls alle Spannungsabfélle U formal als U = R - I berechnet werden.

Schwingungen im Instrument kénnen entstehen, wenn dem Resonator Energie zugefithrt wird:

Clearly if more energy is supplied than dissipated, that is if
Re (YT + Y;) <0

... then the oscillations will grow and the instrument will sound, the loudness of the sound being
determined, to a first approximation, by the extend to which the inequality is satisfied. Thus Y,
must have a negative real part which is as large as possible and Y, a positive part which is as small
as possible, implying that the instrument should operate near a pipe impedance maximum'2...

[Fle 79, S. 67]

Beachte, dass bislang ausschlieflich mit Realteilen argumentiert wurde: Fiir den Generator soll der Realteil
der Admittanz moglichst negativ sein, insbesondere also ReY,. < 0. Gleichzeitig soll die Spielfrequenz in der
Nihe einer Resonanz des Instrumentenkorpers Resonanzmaximum = Admittanzminimum) liegen.

2.14.2 Grofie Amplituden

Gleich im Anschluss an die oben zitierte Stelle bringt FLETCHER auch die Imagindrteile der Admittanzen
ins Spiel:

Of course for a steady sound U, must equal U, in magnitude and phase and this can, in general,
be achieved only through the agency of non-linear effects which reduce Y,. at large amplitudes. In
the steady state then, we must have

Re (Y, +Y,) =0 (37)
Im (Y, +Y,) =0 (38)

the first condition being reached largely through adjustement of the amplitude of the oscillation
and the second through adjustment of its frequency'3. [Fle 79, S. 67]

12Klar ist: Wenn mehr Energie zugefiihrt als dissipiert wird, wenn also
Re (YT + Yp) <0
..., dann werden die Schwingungen anwachsen und das Instrument wird klingen, wobei die Lautstérke des Tons in erster Naherung
dadurch bestimmt sein wird, in welchem Ausmafs die Ungleichung erfiillt ist. Also muss Y; einen negativen Realteil haben, der
so grof ist wie mdglich ist, und Y}, einen positiven Realteil, der so klein wie mdoglich ist. Dies bedeutet, dass das Instrument in

der Néhe eines Impedanzmaximums des Rohrs gespielt wird.
13 Natiirlich muss fiir einen stationiren Klang U, in Grofe und Phase mit Up iibereinstimmen, und dies kann im allgemeinen
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2.14.3 Zwei Einwande

An der Grenze zwischen Generator und Resonator sollten Druck und Volumenstrom auch fiir kleine Am-
plituden stetig sein. Entsprechend muss fiir die Admittanz Re (Y, +Y,) = 0 auch fiir kleine Auslenkungen

gelten, im Widerspruch zu FLETCHERs Forderung Re (YT + Yp) < 0 aus Abschnitt 2.14.1, mit der er das
Anwachsen der Amplituden begriinden will.

Da FLETCHERs Formeln fiir die Admittanz auf einer linearen Naherung fiir kleine Amplituden beruhen, lassen
sie sich sicher nicht auf den extrem nichtlinearen Sattigungsbereich anwenden (siehe Abschnitt 2.14.4).

2.14.4 Heutige Sichtweise

In der Linearen Stabilititsanalyse [Hir 01, Sil 09, ChK 08, ChK 16] werden ,harmonische” Stérungen mit kom-
plezer Frequenz w betrachtet, welche die Stetigkeitsbedingungen Re (Y, +Y,) = 0 und Im (Y, +Y,) =0
erfiillen. Reelle Frequenzen w, so wie sie in FLETCHERs Herleitung betrachtet werden, stellen dann den Uber-
gang zwischen exponentiellem Verschwinden und (unbeschrénktem) exponentiellem Anwachsen einer kleinen
Storung dar. Fiir verschwindende Imaginérteile I'w = 0 werden die Gleichungen (37) und (38) nach dem
Anblasdruck pg und der Frequenz w aufgelost. Es wird dann davon ausgegangen, dass ab einem kritischen
Anblasdruck pg kleine Storungen (Auslenkungen aus dem statischen Gleichgewicht) zu harmonischen Schwin-
gungen mit Frequenz w fithren koénnen, die sich zu groferen Amplituden aufschaukeln kénnten (beachte den
Konjunktiv!):

... in the linearly unstable regime a linear analysis cannot tell us about the fate of perturbations
at long times, once they have grown to have an amplitude that is not infinitesimal'4. |Fie, 6.6
Criticisms of linear stability analysis]|

Das Anwachsen der Schwingungsamplituden und die anschliefsende Existenz zeitlich stabiler harmonischer
Schwingungen muss stattdessen von Anfang an durch nichtlineares Verhalten des Riickkopplungssystems
erklart werden, siehe etwa [ChK 08, ChK 16]. Dort wird auch auf die Idee von Energiezufuhr aufgrund
negativer Energie eingegangen [ChK 08, Abschnitt 3.4.3].

2.15 Energiebilanz fiir den Generator

In einer spateren Arbeit zur Physik der Blasinstrumente [Fle 93] macht FLETCHEr die Energieverluste in der
schwingenden Zunge zum Ausgangspunkt seiner weiteren Uberlegungen. Es sind nur solche Spielfrequenzen
moglich, bei denen die an der Zunge erzeugten Druckschwankungen den Reibungsterm 2rz in der Schwin-
gungsgleichung kompensieren.

In der vorliegenden Arbeit [Fle 79] dagegen stehen die Energieverluste im Resonator im Mittelpunkt: Ein
negativer Realteil der Generatoradmittanz erlaubt es, dass diese Verluste durch den konstanten Atemdruck
des Spielers kompensiert werden kénnen. Der Generator bekommt seine Energie aus der Atemluft bzw. aus
der Lunge und dem Korper des Spielers zugefiithrt. Im elektrischen Analogon ist der Generator an eine
Gleichspannungsquelle angeschlossen. Die Energieverluste im Oszillator werden implizit beriicksichtigt durch
die a priori Wahl der Phasenverschiebung ¢ zwischen Elongation und Druck: Fiir —7 £ ¢ < 0 wird der
Reibungsterm in der Schwingungsgleichung kompensiert.

nur durch die Einwirkung nichtlinearer Effekte erreicht werden, welche Y, bei groffen Amplituden verkleinern. Im stationdren
Fall muss dann

Re(Yr+Yp)=0

Im(Y,+Y,)=0
gelten, wobei die erste Bedingung hauptséchlich durch Anpassen der Schwingungsamplitude und die zweite durch Anpassen
ihrer Frequenz erfiillt werden kann.

14 im Bereich linearer Instabilitdt kann die lineare Analysis keine Aussagen machen {iber das Langzeitverhalten von Stérun-

gen, sobald deren Amplitude infinitesimale Groéffenordnungen iiberschreitet.
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3 Lineare Approximation mit harmonischer Storung

3.1 Vernachlassigung der ,,mass-like load* bei FLETCHER

Vernachlissigt man in (6) die massenartige Last, so fiihrt eine analoge Herleitung zu einfacheren Formeln
fiir Phasenwinkel und Admittanz. Diese Formeln erhélt man auch, indem man in (29) und (33) einfach die
Dichte ¢ der Luft gleich Null setzt:

tan ¥ = 1-B8 le (39)
1-B
Yol = g —— (40)
T cos P
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Abbildung 5: Betrag und Phasenwinkel fiir eine schliefende Zunge nach FLETCHER mit (blau) und ohne
(orange) Massenterm. Werte wie in Abb. 3 mit x =0, 1.

Abb. 5 zeigt Betrag und Phasenwinkel der Admittanz fiir eine schliefende Zunge. Dabei wurden fiir die blau-
en Kurven FLETCHERs vollstdndige Formeln und fiir die orangenen Kurven die Formeln ohne Massenterm
verwendet. Fiir den Betrag ist kaum ein Unterschied zu erkennen, die Phasenwinkel weichen in dem fiir die
Bluesharp relevanten Bereich in der Ndhe der Resonanzfrequenz praktisch nicht voneinander ab. Daher macht
es Sinn, den Massenterm zu vernachlassigen. FLETCHET selbst verwendet diese deutliche einfacheren Formeln
beispielsweise auf S. 67 von [Fle 79].

Wie wir sehen werden, sind diese Formeln dquivalent zu den beispielsweise in [ChK 08, ChK 16, SiK 08,
Hir 01] im Rahmen einer linearen Stabilitdtsanalyse angegebenen linearen Néherungen mit harmonischer
Storung. Diese wiederum lassen sich vergleichsweise schnell herleiten: siehe nichster Abschnitt.

3.2 Kompakte Herleitung einer Admittanzformel
3.2.1 Neue Bezeichnungsweisen

Wir verwenden im Folgenden Bezeichnungsweisen dhnlich wie in [Hir 95]. Auf eine konsequente Unterschei-
dung zwischen Grofen im Zeitraum (kleine Symbole: p (¢)...) und im Frequenzraum (grofe Symbole: P (w)...)
wie etwa in [ChK 08, ChK 16, Sil 09] wird dabei verzichtet, Grof- und Kleinschreibung hat im Folgenden
keine tiefere Bedeutung.

Es bedeuten: Q = Volumenstrom am Ubergang zwischen Mundstiick und Resonator, v = Geschwindig-
keit des Luftstroms, py; =als konstant angenommener Druck im Mund, p =akustische Druckschwankungen
an der Grenze zum Resonator, h = Offnung = Auslenkung des dquivalenten 1-Punkt-Oszillators. Wie in Abb.
2 gilt h > 0 mit h = 0, wenn die Offnung verschlossen ist. Ohne irgendwelche Druckeinwirkungen befindet
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sich der Oszillator in der Position hgq, (die Bezeichnungsweise soll an den Losabstand, engl.: gap, bei einer
Bluesharpzunge erinnern).

Fiir die harmonischen Néherungen von Volumenstrom, Geschwindigkeit der Luft, Druck und Auslenkung
werden die Schreibweisen Q = Qg + Q - expiwt, v = vy + 0 - expiwt, p = p - expiwt und h = ho + h- exp iwt
verwendet. Phasenverschiebungen werden durch komplexe Amplituden beriicksichtigt.

Volumenstrom @ und Luftgeschwindigkeit v zéhlen positiv, wenn sie aus dem Mundstiick heraus in den Reso-
nator hinein gerichtet sind. Am Ubergangsbereich zwischen Mundstiick und Resonator sollen Volumenstrom
und Druck jeweils nahtlos ineinander iibergehen, so dass der Quotient Q /D gleich der Eingangsadmittanz YV
des Resonators ist (in [Hir 95] ist die Admittanz als Quotient aus Geschwindigkeit und Druck definert).

Parameter sind m =effektive Masse des Oszillators, p= Dichte der Luft in der Bernoulli-Gleichung, S =Oberfliache
der Zunge, w =Breite der Zunge (width), v =Dadmpfungskoeffizient des Oszillators, K =Federkonstante. Da~
bei gilt w? = K/m und hg = py - S/K (Hookesches Gesetz fiir konstante Kraft pys - S).

3.2.2 Herleitung

Wir gehen aus von der Bewegungsgleichung des dquivalenten 1-Punkt-Oszillators sowie von der stationédren
Bernoulli-Gleichung fiir den Luftstrom (vgl. das Modell von Wilson und Beavers [WB 74] in [SiK 08]). Dabei
setzen wir pys > |p|, also pys — |p| > 0 voraus:

d?h dh
" +7E+K(h*hgap) = —=5(pm —p) (41)
oo . [2(ar =) (42)
p

Die Bewegungsgleichung (41) ist fiir einen konstanten Munddruck py; zusammen mit akustischen Druck-
schwankungen p = p - expiwt erfiillt, falls gilt:

h=hg+h-expiwt (43)
Spm

I’LQ - hgap - 7 (44)

(—w’m + iwy + K) h=Sp (45)

Losungen der Form (43) sind fiir Imw = 0 phasenverschobene harmonische Schwingungen mit Frequenz w
um die mittlere Auslenkung hg. Fiir Imw < 0 wéchst die Amplitude unbegrenzt exponentiell an, fiir Imw > 0
fallt sie exponentiell gegen Null.

Die Funktion f (x) = v/a — x lésst sich um z = 0 linear ndhern durch

\/a—x:f(0)+f’(3c)|m:0-x+‘..:\/E—%-x—k... (46)

Angewandt auf die Geschwindigkeitsformel (42) erhélt man:

v — V/Z' (V@m4—-2vém4~ﬁexpiwt> (47)

Die Luftgeschwindigkeit lasst sich demnach schreiben als v = vy +0-exp iwt mit der mittleren Geschwindigkeit

vp und der Amplitude o:
2
Vo = % (48)

. 2 1 . v .
o2 p=_ Y 49
\[g 2\/Pm 2par (49)
Dabei wurde (49) mit Hilfe von (48) umgeformt.
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Eine lineare Ndherung des Volumenstroms @ (h,v) = whv um den Punkt @ (hg, vg) erhédlt man durch parti-
elles Ableiten:
oQ

oQ
Q (h,v) = Q (ho,vo) + %hlo “(h = ho) + %lvo (v = o)
Fiir h = hg + h- expiwt und v = vg + ¥ - expiwt ergibt sich:
Q=w (hovo + UoiL - expiwt + hot - exp iwt)
Daher lédsst sich der Volumenstrom schreiben als Q = Qo + Q exio 1wt mit

Qo = wuoho (50)

Q=w (UoiL + hoﬁ) (51)

Einsetzen von h aus (45) und ¢ aus (49) in (51) ergibt:

Q S h Vo “
=w | vg- - .
O T mtiwy + K C2par) P

Als Admittanz Y (w) = Q /P am Eingang des Resonators ergibt sich also:

Y = wup ( 5 o ) (52)

K — w?m + iwy B 2pm

3.2.3 Verschiedene Varianten

Einfaches algebraisches Umformen von (52) fithrt auf die Formel (5.66) in [Hir 01].

Verschiedene Ersetzungen fithren auf die in [Sil 09, ChK 08, ChK 16] verwendete Admittanzformel: Zunéchst
wird der erste Bruch in (52) umgeformt, wobei die Resonanzfrequenz w, des Oszillators mit w? = K/m ins
Spiel gebracht und ~ durch ¢ mit v = mw,q ersetzt wird:

S S S w?

T

m
K —w?m+iwy mw?—w?m+iwwmg m K w?—w?+iwwg
Einsetzen von hg aus (44) und vy aus (48) sowie Einfithrung einer spezifischen Federhérte K, = K/S fiihrt

schlieklich auf eine Formel fiir die Admittanz, in der die Grofen K,, wr, ¢, hgqep, 0 durch das Instrument
vorgegebene Parameter sind:

Y

w 2pnm ) ( WE _ hgapK'r' _pM> (53)

K, 0 w? — w? + iwrwq 2pnr
Im Rahmen einer linearen Stabilitdtsanalyse wird (53) gleichgesetzt mit der numerisch oder experimentell
bestimmten komplexen Eingangsimpedanz des Resonators. Fiir periodische Stérungen mit I'mw = 0 ergeben

sich dann je eine Gleichung fiir Real- und Imaginérteil, die man numerisch nach der Frequenz w und dem
konstanten Munddruck py; auflésen kann.

In [Sil 09, ChK 08, ChK 16] werden schlieflich noch dimensionslose Grofen eingefiihrt, mit denen (53) um-
formuliert wird.

3.3 Vergleich mit FLETCHERs Formeln

Wie angekiindigt zeigen wir nun, dass FLETCHERs Formeln ohne massenartige Last (39) und (40) dquivalent
sind zu den oben angegebenen Naherungen. Dies ist nicht erstaunlich, da FLETCHERs Herleitung ebenfalls
eine lineare N&herung mit periodischer Stérung voraussetzt.
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Zunichst soll aus (52) der Tangens der Phasenverschiebung ¢ des Volumenstroms relativ zu den Druck-
schwankungen berechnet werden:

Y =wv 5 — o
T\ K -t vy 2pu

S (w% — w2) — lwpwq ho
Y=wu | o0 22
m (w2 —w?)” + (wrwq) DM

Daraus ergibt sich tan ¥ als Quotient von Imaginér- und Realteil zu:

— o 2pMwrwg

tany = S 2 2 2 2)2 2
= 2pny (W2 — w?) — ho ( (W2 —w?)” + (wrwq)

(54)

Mit A , B und K; aus (18) liefert FLETCHERs Formel tan ¥ = % denselben Tangenswert.

Fiir den Vergleich von Realteil und Imagindrteil beginnen wir umgekehrt mit FLETCHERs Formel (33), in der
wir o = 0 setzen:

1-B

— 55
ZUL(?COS’(/J (55)

v, =

Das Produkt [Y;]-cos ¢ ist (unabhéngig von der abweichenden Winkelkonvention bei FLETCHER) der Realteil
ReY, der Eingangsadmittanz des Generators.

_ Qo

Mit B und K; aus (18) folgt:

2, 2
ReY. — Qo <1_ 2pmS Wi —w ) (57)

2pm hom (w2 — w?)? + (wywq)?

Um den Realteil von Y aus (52) abzulesen wird zunéichst umgeformt:

h 2 S
Y =wvy - 0 (pM —1)

2pp \ ho mw?2 — mw? + iw.wmgq
2 2 _ .2/
Y = wvy - ho (205 w2 Bt 5 —1 (58)
2pm \ hom (w2 — w?)” + (wrwq)

Dies ist die Formul fiir die Fingangsadmittanz des Resonators in der Linearen Stabilitdtsanalyse. Die dazu
passende Eingangsimpedanz des Generators ist —Y . Offenbar stimmen der Realteil von —Y aus (58) und der
Realteil von Y, aus (57) von FLETCHER (ohne Massenterm) iiberein.
Nun zum Imaginérteil:

ImY, =[Y;] -siny = [Y;] - cos ¢ - tan = Rerp - tanp

Mit (55) und (39) und (18) folgt:

Qo A Qo 2m,po
ImY,=-—">(1-B) ——— =— .
™= o U B T T T, Gk,
ImY, — ii Qo 2m,py X :
m; 2po osr (w2 — w?)” + (xwrw)
2
Imy, = S wuoho 2py XWrw

m’ 2py ho (W2 — w?)® + (xwrw)?
Der Vergleich der rechten Seite der letzten Gleichung mit (58) zeigt schlieflich ImY, = —ImY.

Ergebnis: FLETCHER’s Formeln (mit vernachlissigtem Massenterm) fiir Real- und Imaginérteil stimmen mit
den entsprechenden Formeln der Linearen Stabitiitsanalyse {iberein, wenn die Admittanzen als komplexwer-
tige Funktionen der Kreisfrequenz w geschrieben werden.
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4 Quasistatische Konduktanz mit dynamischer Antwort

4.1 Phasenwinkel bei v. HELMHOLTZ

HELMHOLTZ [He 1863, S. 390ff] fithrt im Abschnitt ,The Blowing of Reed Pipes“ die Begriffe der 6ffnenden
(,,striking outwards“) und der schliefenden (,,striking inwards“) Zunge ein und leitet dann Bedingungen fiir die
Spielfrequenzen ab. Dazu zitiert er Formeln fiir die Tangenswerte von Winkeln, die sich auch als Phasenver-
schiebungen interpretieren lassen: Zum einen (mit der Zunge als harmonischem Oszillator) fiir den Winkel &
zwischen Nulldurchgang und maximalem Druck. Zum anderen fiir den Winkel ¢ zwischem maximalem Druck
und maximaler Geschwindigkeit im Rohr als Resonator. Fiir beide Arten von Zungen muss dann gelten:

tane = cot d

Verwendet man fiir die Beschreibung des harmonischen Oszillators statt des Winkels € die Phasenverschiebung
¢ zwischen Auslenkung und Druck, so gilt:

cote = —tany

Liest man schliefslich den Winkel ¢ als Phasenverschiebung @ der Eingangsimpedanz am Resonator, so ist
die von HELMHOLTZ angegebene Bedingung gleichwertig zu:

tanp = —tan © (59)

FLETCHER iiberarbeitet im ersten Abschnitt von [Fle 79] die Ergebnisse von HELMHOLTZ und gibt insbeson-
dere die Bedingung fiir mogliche Spielfrequenzen in der Form (59) an'®.

Unter der Annahme, dass auf die schwingende Zunge der am Ausgang des Resonators herrschende Druck
einwirkt, driickt (59) die Stetigkeit des Volumenstroms aus. Dieser Ansatz wurde erfolgreich fiir die Frequenz-
berechnung Asiatischer Mundorgeln eingesetzt'® [DiCo 06].

4.2 Admittanz bei ROSSING

RoOsSING schreibt mit Verweis auf [Fle 79| (in [Ro 07] zitiert als [15.152], aufierdem dort andere Numerierung
der Formel (60)):

FLETCHER [15.152] extended the quasistatic model by assuming the reed could be described
as a simple mass-spring resonator resulting in a dynamic conductance of
1
2 .
w w
1- (LTO) + wo@
where Y (0) = 9U/0 (Ap) |w=0 is the quasistatic flow conductance and the denominator de-

scribes the dynamic resonant response of the reed. The Q-value is determined by viscous and
mechanical losses in the reed. [Ro 07, S. 623f]

Y (w) =Y (0)

(60)

FLETCHER [15.152] baute das quasistatische Modell aus indem er annahm, dass sich die Zunge
beschreiben ldsst als ein einfacher Masse-Feder Resonator, was auf eine dynamische Konduktanz

hinauslauft von: 1

w 2 iw
1- (070) wo@
Dabei ist Y (0) = OU/0 (Ap) |w=0 die quasistatische Flusskonduktanz und der Nenner beschreibt

die dynamische Resonanzantwort der Zunge. Der Q-Wert wird durch die viskosen und mechani-
schen Verluste in der Zunge festgelegt [Ro 07, S. 623f] (meine Ubersetzung).

Y (w) =Y (0)

(61)

15 Because his results are a useful introduction we repeat them here but employ a rather different notation and method of
development.“ [Fle 79, S. 64]

161n [DiCo 06] wird zwar auf [Fle 79] verwiesen, tatsichlich verwendet wird aber die Bedingung von HeLmuorTz (die allerdings
im Einleitungskapitel von [Fle 79] neu formuliert und hergeleitet wird).
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Wie wir sehen werden, ist die von ROSSING angegebene Formel nicht dquivalent zu FLETCHERs Formel fiir
die Admittanz. Es lohnt sich trotzdem, sich mit ROSSINGs Ansatz zu beschéftigen, da er einfacher ist und
damit einen gewissen intuitiven Reiz hat: Ein quasistatisches Verhalten wird mit der dynamischen Antwort
eines Oszillators gekoppelt.

4.2.1 Die quasistatische Admittanz

Der Volumenstrom U wird fiir ein Klarinettenblatt hergeleitet als Produkt aus Stromungsgeschwindigkeit
und freier Fliche zwischen Zunge und Mundstiick unter Verwendung der stationéren Bernoulligleichung. Als
Ergebnis findet man in [Ro 07, (15.126)]:

U (Ap) = a(Ap)"? (1 — Ap/piaz) (62)

Wir berechnen zunéchst die Konstante o und zeigen bei der Gelegenheit, dass die (62) zugrundeliegende
Formel fiir die Auslenkung des Oszillators mit FLETCHERS Formel (16) iibereinstimmt. Die Auslenkung (also
die Hohe der Offnung A fiir den Volumenstrom U ) bezeichnen wir im Folgenden mit h:

U(Ap)=v- A= ,/QAP b h—b\[ )1/ (63)

Die statische Kraft F' auf eine Feder, die entsprechende Auslenkung z, die Eigenfrequenz wq des Oszillators,
der statische Druck Ap auf die Feder, die effektive Flidche S des Blattes (in [Fle 79| s,.), seine Masse m (in
[Fle 79] m,) und die Federkonstante k héngen wie folgt zusammen:

F=k-x
F=Ap-S
k
2—7

Wenn das Blattende ohne Druckeinwirkung den Abstand 44, zur Mundstiickwand hat, soll der Druck pimaa
die Offnung verschliefsen. Mit diesen Bezeichnungen folgt:

2
Frax k- Zgap _WHmM * Tgap

Pmaz = g g - g
F Ap- S Ap Ap
= o = = e = gy = P = aep = e (L2
Schreibt man also den Volumenstrom wie in (62), so gilt:
2
O=Tgap-b-y/— (64)
Y
WM - Tgap
Pmaz = S - (65)

Einsetzen dieser beiden Formeln liefert:

080 =2 (89" (s — 5 50 (66)

Mit (4), (5) und (16) sieht man, dass dies auch die Formel ist, die FLETCHER fiir den statischen Volumenstrom
verwendet.
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Als rein reelle quasistatische Admittanz Y (0) und damit als quasistatische Konduktanz folgt aus (62) oder
aus (66) durch Ableiten nach Ap und anschliefendem Einsetzen von Ap = po (keine akustischen Druck-
schwankungen im Mundstiick, also p =0 ):

1 —05( po> py”
Y(0) =a|-pg®(1- L2 )_ Lo 67

(68)
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Bei der Herleitung dieser Formeln wurde in [Ro 07] zwar von einem Klarinettenblatt ausgegangen, in Analogie
zu [Fle 79] kann man sie aber auf schlieffende Zungen aller Art anwenden.

Fiir dffnende Zungen machen Formeln mit einem maximalen Druck py,q, keinen Sinn, wir kénnen aber (68)
verallgemeinern. Fiir p = 0 (quasistatisch) hat ein anwachsender Druck pg eine immer grofere Zungensffnung
zur Folge, wobei wir im Gegensatz zu Abb. 2 mit Zungendffnungen x > 0 arbeiten. Mit 244, > 0 sowie
Ap = pg — p > 0 folgt dann:

2 (1 o5 S S 0,5
Y =p. R ’ a . .m0
0) = b \/; ( 7 <xg o p0> o B (69)

4.2.2 Volumenstrom (statisch)

Abb. (6) zeigt exemplarisch den Volumenstrom U in Abhéngigkeit von der Druckdifferenz Ap fiir eine schlie-
fende und eine 6ffende Zunge sowie die Tangenten an einer Stelle, an der die Kurve fiir die schliefende Zunge
negative Steigung aufweist. Die Tangentensteigung ist jeweils die quasistatische Konduktanz.

100 200 200 400 500 600 7ho 200 900 1000

Abbildung 6: Volumenstrom U in Abhéngigkeit vom Druck Ap mit Tangente an der Stelle Ap = 5kPa
fiir eine schliefende Zunge (blau) und eine 6ffnende Zunge violett). Nach rechts ist die Druckdifferenz in
Pa, nach oben der Volumenstrom in beliebigen Einheiten aufgetragen. Werte aus [Fle 79, S.5, Table I] mit
Dampfungskonstante x, = 0,1 und Anblasdruck 5kPa (senkrechte schwarze Gerade). Die quasistatische
Admittanz ist die jeweilige Tangentensteigung an der Stelle Ap = 5kPa. (Die Grafik wurde mit GeoGebra
erstellt.)

4.2.3 Dynamische Antwort des Oszillators (Frequenzgang)

wh
1_(g)2+i7w wd — w? + iwwpx

21



(70) ist der Verstdrkungsfaktor (dynamic amplification factor), mit dem ein harmonischer Oszillator mit
Dampfungskonstante x (bzw. mit Giitefaktor @Q = 1/ ) auf eine sinusférmige Anregung antwortet, falls man
nur die stationdre Losung betrachtet.

Zur Begriindung: Gleichung (71) fithrt mit einem periodischen Ansatz fiir x zu (73).

m (i + xwod + wjz) = Spoe™’ (71)
(—wzm + imywow + k) zoe't = Spoett (72)
Ty = 5 :
07 —2m + imywow + k Po
S/k
20— / po (73)

~(5) +a () +

Die Interpretation von (70) als (komplexer) Verstirkungsfaktor ergibt sich durch Vergleich von (73) mit der
statischen Losung xs¢q¢:

Tstat = S 'kp() (74)

4.2.4 Quasistatisch mit dynamischer Antwort

Mit Y (0) aus Gleichung (68) bzw. (69) erhélt man schlieflich die Zerlegung der komplexen Admittanz Y (w)
einer schlieffenden bzw. einer 6ffnenden Zunge in Real- und Imaginérteil:

wg - (wg — w2) —wd - wwox

Y (w) =Y (0)- +i-Y(0)-

5 5 5 3 (75)
(w§ — w?)™ + (wwox) (w§ — w?)™ + (wwox)

Die Phaseverschiebung der Admittanz kommt (im Gegensatz zu FLETCHERs Ansatz) alleine vom harmoni-

schen Oszillator: W0 X
tan ¥V = ——2— 76
an w? — wi (76)

4.2.5 Quasistatische Admittanz als Grenzwert

Wir zeigen, dass sich der Bertrag der quasistatische Admittanz (68) als Grenzwert fiir w — 0 aus der linearen
Approximation mit harmonischer Storung (53) ergibt.

Die quasistatische Admittanz (68) ist fiir selbsterregende Schwingungen negativ, der Betrag |Y (0)| ist daher
mit der oben festgelegten Notation gleich:

2 S 1 _ S
Y (0)=w- '(2'27(1)@5 2pMos<hgap_2'pM)) (77)

0 \wim wim

Der Grennzwert fiir w — 0 in (53) ergibt sich einfach durch Einsetzen von w =0 :

2])M haKrpr
CES e e

B gap S —PMm
2pm

2 S 1 S
Y(O):w (m 1/p]\/[—Q\/7<h ap wgmpM>>

Der aufgezeigte Zusammenhang zwischen der quasistatischen Admittanz und der im Frequenzraum definierten
Admittanz rechtfertigt die Sprechweise ,quasistatische Admittanz®.

Mit K, = K/S und w? = K/m erhilt man (77):
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5 Lineare Storungsrechnung versus Dynamische Antwort

5.1 Formaler Vergleich

Im Folgenden sollen FLETCHERs Formeln fiir die Admittanz des Generators und ROSSINGs Ansatz einer mit
der quasistatischen Admittanz multiplizierten dynamischen Antwort miteinander verglichen werden. Dabei
vernachléssigen wir FLETCHERs von der instationdren Bernoulli-Gleichung kommenden Zusatzterme, verglei-
chen also letztlich eine lineare Approxiomation mit harmonischer Stérung mit ROSSINGs konzeptionell und
vom Ergebnis her einfacheren Ansatz.

Den Unterschied wird an FLETCHERs Tangensformel (29) deutlich. Ohne Zusatzterme lautet sie tan ¥ =

wihrend (nach Einsetzen von A und B und anschlieflendem Kiirzen) tan ¥ = % = 3% gleich der
0

A
B-1’
dynamischen Antwort (76) des Oszillators ist.

5.2 Vergleich fiir die Bluesharp
5.2.1 JOHNSTONSs Ansatz fiir die Bluesharp

JOHNSTON [Jo 87] behandelt die beiden Zungen im Kanal einer Bluesharp in Analogie zu einer Parallelschal-
tung von Wechselstromwiderstdnden. Als Kriterien fiir mogliche Spielfrequenzen nennt JOHNSTON

e einen negativen Realteil der Gesamtadmittanz der Zungen , der vom Betrag her grofer ist als der
Realteil der Admittanz des Vokaltrakts sowie

e cinen stetigen Ubergang der Phasenwinkel der Volumenstréme.

Zur Berechnung der Gesamtadmittanz addiert er die Admittanzen fiir die 6ffnende und die schlieffende Zunge,
wobei er die Formeln aus [Fle 79] auf Blas- und auch auf Ziehténe anwendet.

5.2.2 Eine einzelne Zunge

o m

Abbildung 7: Von links nach rechts: Realteil der Admittanz einer schlieffenden und einer 6ffnenden Zunge
sowie Phasenwinkel der Admittanz einer schliefenden und einer 6ffnenden Zunge fiir eine einzelne Zunge
einer Bluesharp in Abhéngigkeit von der (Kreis-)Frequenz. Blaue Kurven: Berechnung nach FLETCHER, rote
Kurven: Berechnung nach ROSSING.

In Abb. (7) werden die Ansétze

e Lineare Approximation mit harmonischer Storung (FLETCHERs Ansatz ohne ,mass-like load, blaue
Kurve)

e Quasistatisch mit dynamischer Antwort (rote Kurve)

fiir eine schlieRende bzw. 6ffnende Zunge einer Bluesharp (Ziehen an Kanal #4 einer C-Harp!”, D-Zunge als
schliefiende bzw. C-Zunge als 6ffnende Zunge) miteinander verglichen.

17Hohner Special 20 Classic in C-Dur
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Im Anhang wird beschrieben, wie man aus den an einer Bluesharpzunge gemessenen grofen die effektiven
Grofen fiir die 1-Punkt-Ostzillatorgleichungen berechnet.

Federhiirte bzw. Relaxationszeit wurden exemplarisch fiir je eine der beiden Zungen (Blas- bzw. Ziehzunge)
in Kanal #4 einer C-Harp gemessen. Diese Werte diirften im Rahmen der vorgenommenen Rundungen und
der iiblichen Fertigungstoleranzen auch fiir die jeweils andere Zunge gelten.

Eine Belastung von 4g am freien Ende der C-Zunge bewirkt eine Auslenkung um 1mm , woraus sich mit
g =9,8N/kg und (80) eine Federhirte von 42N/m ergibt. Die Resonanzfrequenzen der Zungen sind aufgrund
der schwachen Dampfung praktisch gleich den beim Anzupfen gemessenen (Pseudo-) Eigenfrequenzen: fy =
589H 2 (D-Zunge) und fo = 525H z (C-Zunge) mit den entsprechenden Kreisfrequenzen wg = 3700s~! und
wo = 3300s~ L. Fiir die C-Zunge ergibt sich daraus mit (85) eine effektive Masse von 3,9myg, fiir die D-Zunge
erhélt man 3, 1mg. Im Vergleich dazu betréigt die tatsdchliche Masse des schwingenden Teils der C-Zunge
42mg, was die Notwendigkeit der Verwendung effektiver Grofen bei der Modellierung einer schwingenden
Zunge durch einen abstrakten 1-Punkt-Oszillator verdeutlicht.

Fiir die Druckkraft betriagt die effektive Oberflache S nur 2/5 der tatsichlichen Oberflache, aus Lange 14mm
und Breite 2mm resultiert damit S = 1,1 107°m?2. Der Losabstand ist Tgap = £2 - 10~%m, die Dampfungs-
konstante betrdgt xy = 0,004 (gemessen fiir die D-Zunge {iber die Relaxationszeit).

Realistische Anblasdrucke beim Bending liegen nach [Mi 99] bei pg = 7T00Pa (wobei sich an den Kurven wenig
dndert, wenn man stattdessen 500Pa oder 900Pa einsetzt).

5.2.3 Zwei Zungen im Kanal einer Bluesharp

A i

T T
200 3100 33 3500 mo 3%00 4100 0

* .
2700 2900 3100 3300 3500 3700 3900 4100 4300 Ry

Abbildung 8: Links: Realteil der Gesamtadmittanz, rechts: Tangens des Phasenwinkels der Gesamtadmit-
tanz in Kanal #4 einer C-Harp fiir einen Ziehton. Blaue Kurven: Berechnung nach Fletcher, rote Kurven:
Berechnung nach Rossing. Werte wie in Abschnitt 5.2.2.

In Abb. 8 sind der Realteil der Gesamtadmittanz sowie deren Phasenwinkel fiir einen Ziehton auf Kanal #4
einer C-Harp dargestellt. Fiir die blaue Kurve wurden die Formeln von FLETCHER verwendet, die rote Kurve
wurde nach ROSSING berechnet.

JOHNSTONs Modell mit FLETCHERs Formeln schrankt spielbare Frequenzen auf den Bereich zwischen den
Eigenfrequenzen der beiden Zungen ein, weil nur dort der Realteil der Gesamtadmittanz negativ ist. Dies
entspricht in etwa der Spielpraxis: Man kann den normalen Ziehton bis knapp iiber die Frequenz der Blas-
zunge benden. Welche Spielfrequenz tatsichlich zu einer gegebenen Vokaltraktgeometrie passen wiirde sich
nach JOHNSTON aus einem Vergleich der Phasenwinkel ergeben. Experimentelle Daten zur Admittanz des
Vokaltrakts gibt es meines Wissens bis heute nicht, so dass eine Validierung von JOHNSTONs Modell nicht
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moglich ist. Aus demselben Grund bleibt offen, wie relevant die Unterschiede zwischen den beiden Ansétzen
(blaue bzw. rote Kurven in Abb. 8 ) fiir die Festlegung der Spielfrequenz im ,erlaubten” Bereich (zwischen
den Eigenfrequenzen der zwei Zungen) sind.
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Anhang: Schwingende Zunge und adquivalenter 1-Punkt-Oszillator

Effektive Grofien

Eine unter dufserer Druckeinwirkung schwingende Zunge ist physikalisch gesehen ein rdumliches Vielteilchen-
problem. Die einfachste Schwingungsmode lisst sich durch die Bewegungsgleichung eines 1-Punkt-Oszillators
beschreiben:

. S-p
+2rd + wir = — 78
T+ 2ri + wie - (78)
k
2 79
Wo (79)

Alle Grofen in der dquivalenten Schwingungsgleichung (78) sind zunéichst als effektive (formale) Grofen zu
verstehen, deren Zusammenhang mit der realen, experimentell zugénglichen Zungenschwingung im Folgenden
hergestellt werden soll.

e 1 wird identifiziert mit der Auslenkung der Zungenspitze aus der Ruhelage.

e Es wird angenommenen, dass die Druckdifferenz zwischen beiden Seiten der Zungenoberfliche néhe-
rungsweise iiber die gesamte Zunge hinweg einen konstanten Wert p hat, so dass sich die effektive Kraft
auf der rechten Seite von (78) mit Hilfe einer effektiven Oberfliche S als S - p berechnen lasst. Nach
[Mi 99, Annexe A] ist S gleich % der schwingenden Oberflache der Zunge.

e wy ist die effektive Resonanzfrequenz, die von der effektiven Figenfrequenz unterschieden werden muss
(siehe beispielsweise [Ker 95]).

e 7 ist eine effektive Ddmpfungskonstante, m die effektive Masse, k die effektive Federkonstante (Feder-
hérte).

Leicht zu messen ist die Auslenkung x der Zungenspitze unter dem Einfluss einer dort punktuell angreifenden
Kraft Fg. Daraus ergibt sich eine Federkonstante (Federhérte) ks = Fg/x. Nach [Mi 99, Annexe A] ist die

effektive Federkonstante in (79) dann gleich

16

k=—k 80

ks (50)
Durch Anzupfen der Zunge lassen sich Eigenfrequenz und Relaxationszeit der Zunge bestimmen. Diese ex-
perimentell zugdnglichen Gréfen sollten sich unmittelbar auf den dquivalenten Oszillator {ibertragen lassen.
Wenn die Beschreibung der realen schwingenden Zunge durch den fiktiven 1-Punkt-Oszillator sinnvoll ist,
lassen sich daraus der Reihe nach die effekive Dampfungskonstante r, die effektive Resonanzfrequenz wy (die
mit der ebenfalls messbaren realen Resonanzfrequenz tibereinstimmen sollte) sowie eine effektive Masse m
(die mit der tatséchlichen schwingenden Masse in keinem einfachen Zusammenhang steht) bestimmen:

Relaxationszeit und Dampfung

Fiir einen geddmpften harmonischen 1-Punkt-Oszillator unterscheiden wir in Anlehnung an [ChK 08, ChK 16]
zwischen Resonanzfrequenz wy = /k/m (mit Federkonstante k und Masse m) und Figenfrequenz wg. Unter
dem Einfluss einer periodischen &ufseren Kraft schwingt der Oszillator bei seiner Resonanzfrequenz wg mit
maximaler Amplitude. Wird der Oszillator angezupft® (xg > 0 und vy = 0), entsteht eine abklingende
Schwingung mit einer Pseudo-Frequenz, die gleich seiner Eigenfrequenz wg ist.

Wihrend eine angezupfte Zunge ausschwingt, wirkt keine dufiere Kraft. Fiir die Auslenkung « gilt dann:
i+ 2ri+wiz =0 (81)

Die Konstante r beschreibt, wie stark die Schwingung geddmpft ist. Die Losung dieser Gleichung ist

ZTo _

e "t cos (wpt + )

cos

mit Pseudo-Frequenz wg und Phasenverschiebung ¢ :

wp = /wg —1r? (82)



Nach Ablauf der Relazationszeit T ist die Schwingung auf das 1/e-fache der anfinglichen Auslenkung xg
abgeklungen. Die Konstante r aus Gleichung (81) und die Relaxationszeit 7 sind folglich reziprok zueinander
(was den Faktor 2 in der Oszillatorgleichung motiviert):

— (83)

T

Die Konstante r wird als Abklingkonstante (Dimpfungskonstante, Dampfungskoeffizient) bezeichnet

Eigenfrequenz und effektive Masse

Der Abklingkurve einer angezupften Zunge kann man Eigenfrequenz wg und Relaxationszeit 7 entnehmen.
Die Dampfungskonstante ist dann r = 1/7. Zusammen mit wg und (82) ergibt sich die Resonanzfrequenz wy:

wo = y/w% + 12 (84)

Mit (80) erhalt man daraus schlieflich die effektive Masse des 1-Punkt-Oszillators:

k

m=—
2
wo

(85)

Da Bluesharpzungen sehr schwach gediampft sind (r ist viel kleiner als w) besteht praktisch kein Unterschied
zwischen der Resonanzfrequenz der Zunge und der beim Anzupfen gehorten bzw. gemessenen Frequenz.

Dampfung und Giitefaktor

Giitefaktor @ (Qualitétsfaktor, quality factor), Relaxationszeit 7, Eigenkreisfrequenz wy und Abklingkon-
stante (Ddmpfungskonstante, Dadmpfungskoeffizient) r bzw. Dampfungskonstante x, (D,in [Jo 87]) hingen

wie folgt zusammen:
Q o
— WO T = —
2r

_2r 1

wo  Q
Dabei kann ,,Dampfungskonstante bei verschiedenen Autoren wahlweise r, 2r oder x, bedeuten. Aufserdem
wird D = r/wy auch als ,Lehrsches Ddmpfungsmaf” bezeichnet (also D, = 2D).

Xr:Dr
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